Mocninna funkce s proméennou zakladnou

Pavel Hruby
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Uvod
Zase jednou jsem prochazel nékteré priklady, na které jsem narazil na Pinterestu. Zaujal mé

piiklad s exponentou x*° = 100. Lze celkem rychle odvodit, Ze fe$eni musi byt x = 3/10. Obecné
Ize podobné priklady vygenerovat tak, ze pouzijeme vztahy:

x*" =a?, kden = % Pak je FeSenim x = Va.
Rekl jsem si, hele, to je zajimava funkce f(x) = x*.

Po krétkych redersich jsem zjistil. Ze jsem se s ndpadem prozkoumat tuto funkci opozdil asi tak
0 200 let.

Na druhou stranu jsem se seznamil s pojmem tetrace, hyperoperace apod. Ale to do tohoto
povidani nezarazuji, jen s pojmem tetrace se mizete seznamit v doplnku tohoto povidani.

Jinak, rovnice s neznamou, jak v zakladu, tak v exponentu (exponentech) jsou oblibenou
kratochvili tviirc priklad( pro matematické olympiady. S témito priklady je mozné se seznamit
v kapitole Zajimavé rovnice.

No dobra, provedu alespor kompilace a mozna k nim néco pridam.

Mocninné funkce s proménnou zakladnou
Z nepfeberného mnozstvi rovnic jsem vybral rovnice, kde se v zadani vyskytuje zejména funkce x* .
Myslim, Ze to na tento mQj prehled bud stacit, nepisi diplomku

Funkce g(x) = x na x

Vlastnosti funkce

Funkce x* je definovana pro vSechna kladna realna Cisla. V grafu funkci je vidét, Ze roste rychleji
nez exponencialni funkce, ale pomaleji nez faktorialni funkce.

| Jh

Snad je vidét Ze do jistého cisla K jsou hodnoty funkce x* mensi nez e*. Pak jiz pro vSechna

x > K plati, ze x* > e*. Jaké je to cislo K?

Budeme tedy resit rovnici x* = e*. Urcité pokud dosadime x = e, pak mame feseni a ponévadz
prasecik je jen jeden (kdyz opomeneme 0), je toto opravdu resenim. Takze K = e.

Také je z grafu patrné, Ze v bodé nula plati e® = 1 a také ;lcii% x* =1




A navic v grafu pozorujeme, ze funkce x* ma minimum.
Zkusme ho spocitat.
Prvni derivace

(x¥) = (ex'lnx)’ = (14 Inx)e*™* = (1 + Inx)x*
Minimum pak bude pro x

A+Inx)x*=0

Inx =-1
1
Xmin :g

Funk¢ni hodnota v minimu je
Vmin = €€ & 0,6922006276 ...
Jisté nas zajimaji vsechny funkéni hodnoty pro libovolné realné Cislo.

Tak alespon nékteré hodnoty:

X y=x* Pozndmka
0,001 0,9931160484
0,25 0,7071067812
0,3 0,6968453019
0,36787944 0,6922006276 1/e
0,5 0,7071067812
0,7 0,7790559127
1 1
2 4
2,71828183 15,1542622415 e
3 27
4 256
5 3125
6 46656
7 823543
8 16777216
9 387420489
10 10000000000

A jesté jednou, hodnota funkce g v bodé 0.

lim x* = lim e*nx
x—0 x—0
1
. . n . x .
limxlnx =lim— = P.P.= lim =lim—x=0
x—0 x—0 x_l x-0 — X~ x-0
lim x* = lim e*"* = ¢0 =1
x—0 x-0

Inverzni funkce k funkci g(x)
Ponévadz? funkce g neni prostd, bude inverzni funkce sloZena ze dvou vétvi, které odpovidaji dvéma
monotdonnimi ¢astmi funkce g. Tuto inverzni funkci budeme i nadale nazyvat inverzni funkci, i kdyz




z pfisné matematického hlediska to funkce neni. V literature byva tato inverzni funkce nazyvana
super-root (srt), tedy néco jako superkoren.

Redme tedy obecné rovnici: yY = x
ylny =Inx

Inye™ =1Inx

Iny =W_;,(Inx)

y = eW-100n0)

W je Lambertova W — funkce.

Nasi novou inverzni funkci si oznacime g _; (0, x) = eW-10(0%) g3le uvidime, pro¢ jsem zvolil toto
oznaceni.

. A L
-1 0 1 2 3 4 5 6

Obrdzek 1- Graf Lambertovy W-funkce

Funkce W pro argumenty z intervalu (— g 0) nabyva dvou hodnot.

Vintervalu (0, ) pak je inverzni funkce k funkci y = x* funkce y= eWonx),

, - . 1
Nalezneme také vztah pro hodnoty x v rovnici x* = B, kde B leZi v intervalu (Z’ 1).

Xy = eWO(lnB)

X, = eW_l(ln B)

Pro jejich podil tedy plati:
X2

X1

= eWo (InB)-w_{(InB)

Jiny ,rozumny“ vztah, mezi témito kofeny jsem nenalezl.
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Obrdzek 2 Graf funkce inverzni k x na x

Vlastnosti inverzni funkce P(0,x)

Funkce §_1¢(0,x) je definovana na intervalu (e_e_l, ) a nabyva hodnot (0, o). Sklada se ze dvou
vétvi. Oznaceni vétvi jsem prevzal z W-funkce (nebudeme se zabyvat komplexnimi isly, tam je vétvi u
W funkce nekonec¢né mnoho).

Vétev §_,(0, x) je definovana v intervalu (e‘e_l, 1), funkce je ryze monotdnni, klesajici.
Vétev §,(0, x) je definovana v intervalu (e‘e_l, ), funkce je ryze monotdénni, rostouci.

Jako celek je funkce §_4 ¢(0, x) v intervalu (e‘e_l, 1) dvouhodnotova.

Nékteré funkéni hodnoty (pro desetinna cisla pfiblizné):

X #_1(0,x) §£0(0,x) Poznamka
0,69220063 0,3678 0,3678 X = Xieft
0,696845 0,30000 0,440218
0,707107...=v2 0,25 0,5 To je specialita této funkce.
0,779056| 0,115817 0,7
0,993116 0,001 0,993
1 0 1
4 2
15,1542622 2,7182818 x =ef
27 3
256 4
3125 5
46656 6
823543 7
16777216 8
387420489 9
10000000000 10




Ve Wolfram Alfa pouZit pro vypocet hodnoty x;. s, vzorec: exp(ProductLog(0,l0g(0.69220063)]), kde

funkce ProductlLog je alternativni znaceni Lambertovy W-funkce. 0 — znaci nultou vétev funkce. Vice
v kapitole Doplriky.

Ulohy typu x* = A Ize tedy také fesit pfi znalosti W — funkce, viz €ast Zajimavé rovnice.

Funkce x na x-A

Podivejme se na funkci y = x*~4

Prozkoumejme nejdfive tyto funkce pro A>0.

Poznamka: pro A<O nejsou tyto funkce pfilis zajimavé. Viz graf

4.
3_
2_
r+1
. ] i
x.‘c+lf:
4 0 1 2 3 4

Zavedme si funkce g(4, x): g(4,x) = x* 4 a poté funkce §-1,0(4,x) k nim inverzni.
L

Grafy funkci g(A, x) pro A=0,1,...,5
Vsechny grafy funkci g prochazeji bodem <1,1>, bodem <A,1> a bodem <A+1,A+1>.

Dobré by bylo znat minimum téchto funkci.




X —

d d ’ A A
x—Ay — (x=A)yInx) _— xInx _ _ x
P (x*=) P (e ) ( +lnx>e (1 x+1nx>x

Tedy pro minimum
A
1——+Inx=0
x
Xx‘Inx=4—x
x(Inx+1)=4
Jediné trividlni je feseni pro A=1, tj. x=1.
Netrividlni feSeni vede na rovnici

xInx+x=A4

xIlnx=4—-—x

(ex)* = e4
(ex)®* = A

ex = eW(Ine®) — ,w(ed)

1
Xmin = EW(eA)

x—A

Tedy minimum pro funkci g(4,x) = x oznaéme

i (4) = < W (eA)

Funkéni hodnota funkce g v minimu je tedy
1 Twiea)-a

st = = (e

Rovnice x*~4 = B maji pro A>0 ax > 0 a x # 1 fedeni:

0 feseni pro B < g(A4, Xmin)

1 feSenipro B = g(A, Xpmin)

2 fesenipro B > g(A, Xmin)

Inverzni funkce P(A,x)
Definice: Inverzni funkce pro x # 1 budeme znacit _, (4, x) a plati go_lro(A,xx‘A) =Xx
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Obrdzek 3 Grafy funkci x na x-1, x-2 a x-3
Oznacme X1 (A) = g(A, Ymin) pro A>0. (viz graf)

Vlastnosti inverzni funkce
Funkce _;¢(4,x) jsou dvouhodnotové a sklddaji se ze dvou ryze monoténnich vétvi, jedné klesajici
(oznac¢ime -1) druhé rostouci (oznacime 0).

Iw(ea)-a

e

Defini¢ni obor je (xleft(A), ), kde xert(A) = G W(eA))

Obor hodnot je v intervalu (0, ).

Plati

Yy =§-10(4,x) > 0prox = x5 (A)

Pro vétev O:

#0(A,1) =1 ,protoze 1174 =1

#0(A,A) =1, protoze (A)4 4 =1
Po(4,A+1)=A+1,protofe (A+ DA 4=4+1

P04, (A+K)X)=A+K ,protoie (A+ K)AtK=4 = (4 + K)K

A také

_ —e”1) _1 s Ymin _ ,—e”
Ymino = £0(0,e7¢) = <, protoZe yy it = e

Vmin—1 = 0 pro vétev -1 (v nekonecnu)

%W(eA)—A

Ymin(A) = 9o (A, (Gween) ) pro vétev 0




Vmin(A) = 0 pro vétev -1 (v nekonecnu)

Vybrané rovnice s x na x

Rovnice typu x* = B

1
1

Reeni rovnice x* = B, kde B je nezdporné redlné &islo vétsi nez G)E amensinezee, jetedy x =
$-1,0(B).

Elementarni pfiklad

x* =27

x = ,0027) =3

Obecné

—e~1 P . v v . S v
Pro B < e™® ~ nema rovnice feseni v redlnych ¢islech.

—e~1 / . . v v , -
ProB = e~® ma rovnice jedno Fedenix = e~ !

Proe™¢"' < B < 1 ma rovnice dvé reSenix_; g = eW-1,0(nB)
Pro B vétsi nez 1 md rovnice jedno feSeni x = eWo(nB)
A ukazka feSeni pro B=27 pfes obecny vzorec.

x = §,(0,27) = eWon27) = gWo(3In3) — in3 — 3

Poznamka: pouzivame vztah pro W-funkci W (x Inx) = Inx.

Funkci §2_1 ¢(0, x) je moZné tabelovat pfes W-funkci (ta je tabelovdna) nebo pro rozumné velka Cisla
aproximacné resit ve Wolfram-Alfa nebo MS EXCEL.

Typuxnax-A=B
Rovnice typu x* = Bx“ vede po Upravé na rovnici

x*4 =B

U rovnic tohoto typu si jiz s W-funkci nevystacime.

Pro feseni rovnic tedy pouZijeme vztahy pro funkci y = §_; o(4, x), tedy kdyz x* 4 = B
pak §_10(4,B) =x_19

Pro nékteré jednoduché ulohy lze vyuZit vztahi pro tuto inverzni funkci.

Napriklad x*—*

= 5 mareSenixy = 5.
BohuZel druhy koren lIze zjistit pouze aproximacné x_; = 0,631067 ...
Tedy 0_4 9(4,4) = (0,631067 ...,5)

Nikde jsem neobjevil ani se mi nepodafilo odvodit vztah mezi témito koreny.




un
L ]

Rovnice typu x* = Ax™ + B
x*=Ax"+B

Regeni rovnic tohoto typu obecné si jiz nevystacime ani s funkcemi #-10(4 x).

Tvar Ize upravit

XM =A4+—
x

nebo

x*=AK"+C)
x* A

"+ C

Jako ilustraci jsem zvolil rovnici
x*=x+1

Grafické feseni pomoci programu Geogebra:




r
(4]

Prisecik A ma souradnice (1.77678..., 2.77678...)

Evidentné plati

0°=0+1
1'=1+40
22=2+42
3¥=3+24
4* = 4 4 252
5° =5+ 3120

Tedy se jedna o posloupnost n™ — n.

Tato posloupnost je uvedena v https://oeis.org/A061190 s odkazem na publikaci Number of
endofunctions on [n] such that no element has a preimage of cardinality n. - Alois P. Heinz, Jul 21
2014,

1,0, 2, 24, 252, 3120, 46650, 823536, 16777208, 387420480, 9999999990, 285311670600,
8916100448244, 302875106592240, 11112006825558002, 437893890380859360,
18446744073709551600, 827240261886336764160, 39346408075296537575406, ...

10


https://oeis.org/A061190

Zajimave rovnice

Historické rovnice
xY =y*

Tato rovnice byly poprvé zminéna v dopise Bernoulliho Goldbachovi.
Yy =ux
™ = (ux)*

() = (w0)*

Tetrace s mocninou
Kategorie prikladd, kde se vyskytuje zadani typu

x*"=A
Obecné
X" =
x*" = gk

(xn)x” = gkn
X = eW(kn-lna) — eW(n-lnA)
Tedy obecné

1
x = eEW(n-lnA)

A pro specialni ptipad, kdy plati

kn=a= Y4
x" = elnkn — |y
x = Vkn=%a

A pro k=2, pokud 4 = a?,n = %, tedy a = 2n

Pak
X" = g2
x=12n="%a

11



Konkrétni priklady
x*° =100
x =10

a jesté

x*° =256

x =316 =42

Nebo podobna uloha.

Pokud je x* =4 , kolik je x*° 4 x¥ =222

Re3eni:
(3(’54)4 = 44
(x4)x"’ = 44
x* =4
x=V4=+2

8 2
2 2 =2 vz =2 V2 = 2842 = 256+ 2 = 258

A jesté jinak, dalsi finta s dvojkou

=32

20 20
xzoxzo = (ﬁ\/i) = 2\/5 = \/EZO\/E

. vz
@20y = vz = v = v - (V2)
x20 = 2"
x =12
nebo

5 5 5
10VZ 5 W(éhffln 25> W(ZE-ln 2§> 5 5
20 _ (W(n2'%?) _ w(10v2In2) _ ,W(43VZIn2) _, —e _ oIn2? _ 93

12



Dalsi uloha

xx40:: Qﬁg@g

oy = B

Il
vl
)

x = 5740 = 535 = 3/§5

Analyza a zobecnéni

(xn)x” = qna = gkDa — (ak)la

Tedy, aby platila rovnost

ak =la
musi byt
n
k=1 _ 1 _
a =[l=-
k

Tedy, pokud plati

n = kak™1
pak

k
X =qn

TakZe mame ndvod na konstrukci dalsich Silenych priklad.
Pro libovolné a a k zjistime snadno n jako n = ka*~1.
Zvolme k=3 a a=10. Pak

300 =3-10371

5300

=100
1
x = 10100
Nebo uloha
V2
x*° =2
Pak Upravou

6 62 3-242 3y2V2 8
@ = (D)™ = (@) = (v2) = (®)”

x® =+/8

13



6 4
x=138=226=12
VysSe uvedenou Uvahou o obecném feseni
n = kak?!
Dostaneme rovnici
k-1
6 = k2

A asi vidime, Ze feSenim je Cislo 3. Pak

k
X =qn
3
x =20 =132
A co tfeba
x**° = /0,5

0,5
x*7 =0,5%

n = kak™1
0,5=Fk-0,5%1
1 k=1 g
Ezk'_ :Zk—l
k=4

4

105 1
=3 =@
x* = E

2

x 1
Xt = —

V2

Tetrace a Cislo 2
Tyto rovnice pouzivaji ,finty“ s dvojkou.

1 1 1 1
X 2_1 1\ /1\2*2 1\16
= 4 = | — = |- _ | —
x (2) (2) (16)
nebo jinak
1
n2 2 1 1, 1 4 1 1 1
Y = eW< n2 4) _ w(-5m2) _ w(3ing) _ w(tsing) _ W(5eintg) — L

16

14



Ulohy s logaritmovanim

X
x2° = 516

Tyto Ulohy maji na obou stranach rovnice stejny zaklad, pak staci logaritmovat.
x2* = x16

2xInx =16Inx

2xInx —16lnx =0

Inx-(2x—16)=0

x=1lax=28

A jesté:
xXt4 — ?VE
1
(x+4)Inx = §lnx
1
<x+4—§)lnx =0

11 . e , (s L. . .
x=1ax= —5 ale zaporné feSeni musime v realnych dislech vylouéit — funkce x* je definovana

pro kladna redlna cisla.

10x—x2 — xx
budeme logaritmovat
(x —x?) =xlogx
x(1—x—1logx) =0
1—x—logx=0
logx=1—x

x=0ax=1

Rovnice s -2
x_xl—x — 78

Zde reseni existuje, pokud pfipustite, Ze licha mocnina lichého celého Cisla existuje i pro tento pfipad.
Spravné by mélo v zadani byt uvedeno — feste v Z.

x_x1—x _ 223 _ 221+2 _ (_2)_(_2)1—(—2)

x=-=2

15



Uprava tetrace
A zde je Uprava levé strany

xX = 4xt16

xx — 4_x_4_16

X
— 4_16

~—
SR

BIR

)
-

Umocnovani obou stran rovnice
Opét typ uloh se standardnim postupem — umocnéni stran rovnice.

(7x)* =77
7% _ 777
(7x)* =7

7x =77

1
x = eEW(ll’l 9)

Tetrace tretiho stupné

A
= (3
2
Tady u téchto uloh je na levé strané rovnice tetrace tfetiho stupné. Obecny postup neexistuje, pouze
navod — pokusme se pravou stranu pomoci regulérnich Uprav zapsat jako tetraci tfetiho stupné.
V2
) e
2
Pakx =a

Redeni:

16
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o v v 7 v a
MUZeme uvaZovat o obecném postupu pievodu b? = q¢ .

Priklady s vysSim stupném tetrace

x"xx3 =3

Uvaha — x na 3 musi dét 3, a x na néco musi dat také 3, tj. néco je 3 a x je odmocnina ze tfi.
x=133

Obecné

n
X
xx

1. K
il
- G

Mdzeme diskutovat o obecném Feseni s libovolnym stupném tetrace x.

a
xx
x*¥ =b

Nekonecna tetrace
e

x* =A

nebo “x = A |

Funkce y = “x md nékteré zajimavé vlastnosti. S nekone&nymi |

vlastnostmi je tfeba zachazet opatrné. /

Pfi zkoumani této funkce vas napadne feseni rovnice “x = A /_f’ tak,
50 0 ©x A /
lex =x *=x"=Aatedy | e
¥ o

x = VA. No jo, ale pak ®x = 2 ma Fedeni x = V2 a také ®x = e 4je
x = V4 = /2. Ale funkce y = “x je prostd funkce. Tak kde je il
zrada?

H i

.y ; v . —e W 1 &

Jiz Euler dokazal, Ze interval r konvergence funkce je e™¢ < Graf funkce nekoneéné tetrace

1
ee co? je piblizné 0,065988 < r < 1,444668. Ponévad? V2 ~
1,4142, tak fada konverguje a je to fesSeni prislusné rovnice a vysledkem je Cislo 2, ne 4.

Nekonecnou tetraci lze také vyjadrit pomoci Lambertovy W-funkce (zde jen v redlném oboru)

o)

_ W(=Inx)
~ —Inx

17



Dosad'me si krajni body intervalu konvergence

. womee) w(-})

X = = T =€
—Inee —2
o W(—Ine %) W() 1
X = = = —

—lne—¢ e e

Tedy obor hodnot této funkce je (i, e).

Ostatni Ulohy
Hezky pfiklad s jednoduchou upravou

XX — 32x+162 —

xx — 9x _981

G-

x =81

Pfiklad na pochopeni zapisu tetrace
2=¢*
42 =216 =48

Pak

Doplnky

Lambertova W-funkce

V matematice je Lambertova W funkce , nazyvana také omega funkce nebo soucinovy logaritmus,
vicehodnotova funkce, sklada se ze dvou (pro redina cisla) vétvi inverzniho vztahu funkce f (W) =
We", kde W je jinak libovolné komplexni &islo a e" je exponencidlni funkce .

Pro kazdé celé Cislo k existuje jedna vétev, oznacovana Wy, (z), coZ je komplexni funkce jednoho
komplexniho argumentu. Wy je zndma jako hlavni vétev . Tyto funkce maji nasledujici vlastnost:
jestlize z a w jsou jakdkoli komplexni &isla, pak

we" = z plati tehdy a jen tehdy, kdyz w = W}, (z), pro libovolné celé islo k.
Kdyz se zabyvame pouze redlnymi Cisly, staci dvé vétve Woa W_; .

(s . . ‘ 1
Pro realna Cisla x a y rovnice yeY = x Ize vyfesit pro y pouze tehdy, kdyz x > -
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dostaneme y = Wy( x ), jestlize x 2 0, a dvé hodnoty y =Woy(x)ay=W(x), jestliiei <x<0.

Lambertlv vztah W nelze vyjadFit pomoci elementarnich funkci. Tato funkce je uZitecna

v kombinatorice, napfiklad pfi prochazeni kombinatorickych stromi . Lze jej pouZit k feseni riznych
rovnic zahrnujicich exponencialni funkce (napf. maxima Planckova , Bose —Einsteinova a Fermi—
Diracova rozdéleni) a vyskytuje se také pti feseni zpozdovacich diferencialnich rovnic, jako je

y'(t) = ay(t — 1). Funkce je pouZivana v biochemii, zejména v kinetice enzym(, také poskytuje
feSeni v oteviené formé pro ¢asovou analyzu kinetiky Michaelis—Menten.

2 T T T T T T

[
s

-1 0 1 2 3 4 5 6

Grafy=W (x)proredlné x<6ay>-4. Horni vétev (modrd) s y > -1 je grafem funkce Wo (hlavni
vetev), dolni vétev (purpurovd) s y < -1 je grafem funkce W-; . Minimdlini hodnota x je na {-1/e ,-1}

Tetrace
Operace tetrace je definovana jako opakované umocrovani. Existuje nékolik zplsobU zapisl této
operace.

22 =32=2113

Zapis je mozny i ve tvaru usporadané n-tice: 22* = T(2,2,2). To je vyhodné u sloZenych pfikladd, kde
se notace v mocninach stava neprehlednou. U téchto n- tic je moZné zavést urcité operace, ale o tom
jindy.

Na Pinterestu jsem narazil na matematicky prispévek Abu Mansura, ktery tento zapis (a dalsi
symboliku) pouziva pfi feseni uloh, které se tykaji tohoto clanku.
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e =z

re=1

e =1

—zele™ =—¢

e =g

(e )="(e)
= =

—ze ' =—1

r=e

e"=Inz

e’ =z

e =g
(e7)="(z)

Kde priklad vpravo je chybné feseny, coz pochopite srovnanim prvniho a patého radku. A je to vlastné

nesmysl, staci si zobrazit grafy. Mozna by sel fesit v komplexnim oboru.

Podivejme se na tvrzeni a symboliku, které pfi feseni poutzil.

Tvrzeni 1: Kdyz 2a = %bpaka =hb
Ovéfeni:
2, = 2
a® = pb
a®® = (ab)?
b?P = (ab)?
b? = ab

b=a ™= aplatiiopacné.

1

Tvrzeni 2: KdyZ %a = b paka = 2%b
Ovéreni:

1

Symbolika 2b je zavedena v rozsifeni oboru tetraci na racionalni a realna Cisla. Problematika tohoto

rozSifeni je znacné slozita a presahuje koncept tohoto ¢lanku.

1 kra
Ziejmé lze zavést symboliku "( ka) =a ,alenelze < "a) *a

p

Také pak Ize zavést pro racionalni &isla %a = q( pa) a tedy pak plati Pa = %a

llustrace
32 = 22,74536879317203 ... = 16

3
22 =2,74536879317203 ...

q
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Odkazuji na literaturu. Q

1
Pro ¢&islo typu a“ je evidentn& 2( %a) =a .

Jisté plati
1

k1 =1
1

ko =1

1

Konkrétni vypocet to oviem neusnadni, nebot pro feseni rovnice x = 25 musime urcit hodnotu
1

vyrazu E5, coz vede na vyfeSeni vztahu a® = 5. Budeme tedy radéji predpokladat existenci jiz
zavedené funkce g_; 5(4, x) .

Pak pro fedeni rovnice a® = 5 bude a = §,(0,5) = eW{Ins),

Tedy pro nase ucely miZeme zavést

=

Za — eW(ln a)

A pro treti stupen tetrace pak mame

1

3a =x
_ 3. _x% . v
a = “x = x* achceme najit obecné x.

A tady v nasi snaze najit jednoduché feSeni ani Euler nepomuze. Iteracni feseni pak nabizi napf.
WolframAlfa a jiné matematické programy.
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