Budme komplexni

Budme komplexni

Komplexni ¢isla na stfedni $kole. SS 3. roénik.

Mgr. Pavel Hruby

Obsah
UVOU ettt ettt bbbttt bttt bbb st et b bbb a bbb b bttt b s b a e et et b s nanas 2
Kde € VZala, tU S VZAIA .. ...ttt rree e e e e e e e et a e e e e e e e e e e antbaeeeaeeeesnnabaeaeeaaeeeanranes 2
T T[] 04 LT I3 IO O PP PP PSP PPPPPPPPPOIIN 2
Myslime komplexné, sdruZzené @ abSOIULNE .........cc.uiiii i e e e e raee e 3
N U Lo Lo T<T oo Lot n Y AP 3
NBSODEN ..ttt ettt et e st e s bt e e s b e e e ab e s be e e hte e s be e e abeesbeeebbeesbaeenares 3
D=1 =T o | SO O T O T O P PO TSUPTTPPTOVOTPPPTO 4
ADSOIULNT MAZEC .ttt ettt e e sbt e e st e e bt e e s a b e e s be e e sabeesbbesanbeesbaeennreenn 5
KOMPIEXNT JEANOTKA. ... et e e et e e e e eate e e e eeabee e e eabaeeeenreeas 5
a1 =T 1Y USRS 6
JESEE NBCOT ..ttt et e bt e et e e s bt e e h bt e st e s b et e et e e s bee e hte e s be e e ateenabeeebaeesareenn 7
A ZKUSIME 10 DEZ CISHEEK ..t 7
o T I (o T o T 1 W T [1 113 PRSP 9
A NEJAKY SINUS @ COSINUS ..oeeiiiieiiiiiie ettt e ettt e ee sttt e e e ettt e e e etteeeeeeateeeeeasaeeeensaeeesasseseesassaseesnssaseesnnseneanns 10
Priklady - prevedeme Na gONIOMELIICKY tVAN .....cccuviieiiiiie ettt e e et e e e eare e e e eanes 12
LCTT T 1 LT o = Lo TN =T 1= PR RTPPPRN 14
Priklady — pfevedeme na algebraicky tVar ...t e 14
DO hry VSTUPUJE PAN IMIOIVIE ....eeiieeiiieeeciiee e ettt e e et e e e ettt e e e tt e e e e sabteeeeeasaeeseasbaeesesbaeesenseeaeennseneeennsenas 15
Priklady — umocnéte komplexni CiSIa.........cocuiiii i et e e e e 15
FAN 2 T 01V 1o OO OPPTOPRRON 16
BINOMICKE FOVNICE ...ttt r e st st et e et e e sbeesneesmne e 16
Kvadratické rovnice v oboru komplexnich Cisel .........coocuiiiiiiiii i 18
Priklady - rovnice v kompleXnim ODOIU........c.ueii ittt ettt e e are e e 21
A €O aSi NEMAME V OSNOVACK ...eniiiiiiie ettt ettt b e be e s ae e st ebe e sbe e saeesaeeeas 21
GeniINT EUIEr POAIURE..........oi it e et e e e et e e e e et ae e e s abaee e eabeeeeenreeas 21
Kolik ma feSeni rovnice VYSSINO SLUPNE? ........uiiiiiciiee ettt e e et e e e ebae e e e eaees 22



Budme komplexni

Uvod

Téma komplexni ¢isla na stfedni skole je jedna z nejndrocnéjsich kapitol ve vzdélavacim programu
stfedoskolské matematiky. Doucovani nelze zvladnout za jednu hodinu, zejména pokud je nutno
prabéiné zopakovat drivéjsi ucivo, reseni rovnic a zejména goniometrii. Pfiprav se na pétihodinovy
maraton, boleni hlavy a spoustu ptiklad.

Priklady jsem prevzal z https://www.priklady.com/cs/index.php/mnoziny-a-ciselne-obory/komplexni-

ov v

cisla-komplexni-rovnice. Tam se mdze$ dohledat i feSeni prikladd.

Kde se vzala, tu se vzala

Jiz ve stfedovéku se resili kvadratické rovnice. PonévadZ u€enci znali pouze redlna Cisla, pak pfi feSeni
rovnice x2 — 2x — 2 = 0 jim vysel diskriminant D = (—=2)? — 4 - 2 = —4. Tedy pro kofeny mus{
platit

2+vV-4

X12 = 2

Takze si fekli, Ze rovnice nema feSeni. Ovsem pfi feSeni rovnic tfetiho stupné byl objeven postup, kde
bylo nutné odmocninu ze zaporného cisla pouzit, takze vySe uvedené feSeni se prepsalo na

2+V—4 2v/—-1

X =———=1t— =1+vV-1

Vietovy vzorce pro tu divnou odmocninu zfejmé plati, tedy
1+4Vv-1+1—-+v-1=2=—-(-2)
pro kvadratickou rovnici

(1- \/__1) (14 \/__1) —12 _ (\/__1)2 —1-(-1) =2 v normovaném tvaru

VIETOVY VZORCE

2 —
Takze se vV —1 chova jako néjaké zdanlivé, neredlné — imaginarni — Cislo. x“+px+q=0

Matematici si toto Cislo oznacili jako malé i a nazvali ho imaginarni jednotkou. plati pro kofeny rovnice

Pak Fedeni vySe uvedené rovnice Ize zapsat x;, =1+ 1i. Xy + X2 = =P
a

Hrajeme si s |
X1°X2=(

TakZe mame i a mGZzeme si myslet, zZe i = vV—1.

Pro dalsi vypocty budeme potiebovat i mocniny. Takze

A jak nam jdou mocniny?

2
i?=(-1) =-1

xa_xb:xa+b
Pak

a1

=i i=—i ¥ T
i*=i2-2=(-1) -(-1) =1 xa_ aeb

x—b—x

PP=iti=1-i=

A jsme zase na zaCatku a mUZzeme pokracovat...
A odmocniny?
(Koho napadlo, Ze by Slo i odmocnit, tak musi chvili pockat.)
a
¥x® = xb
Kolik je i'® =? To si rozepiseme jako i1° = (i?)°> = (-1)°> = -1 =X
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A kolik je %0 ? (100 = (§%)25 = - )

Myslime komplexné, sdruzené a absolutné
Ted teprve nastane mazec. Zavedeme si komplexni Cislo, které bude mit redlnou a imaginarni ¢ast.

Tedy tieba 4 + 3i nebo —2 + i , ale také tieba V3 — 7ri. ‘4 + 37

A ted's témito Cisly budeme pocitat. Coz znamen3, Ze je budeme scitat,
odcitat, ndsobit, délit,...

Nudné pocty
S¢itani a oddcitani
NapisSme si dvé néjaka komplexni Cisla, tfeba

A zase potiebujeme vytykani
zavorky, zlomky a vlastné

z1=3+2iaz,=4+3i

a zkusime je secist =

2142, =B+20)+ (A +30)=3+2i+4+3i=3+4+2i+3i
=7+i(2+3)=7+5i

Takze Cisla bez i secteme zvlast a Cisla s i seCteme také zvlast. Zase ndm vyslo komplexni ¢islo.
Zkusme ¢isla odecist

21—2,=(B+20))—(4+30))=3+2i—4-3i=3—-4+2i—-3i=-1+i(2-3)=—-1—1i

Vezméme jesté jina Cisla

z1=3+2iaz, =4—2i
Z1+2,=(B+20)+ (4 —2)=3+2i4+4—-2i=34+442i—-2i=7+i(2-2)=7

Tady ndm vyslo komplexni islo bez imagindrniho ¢lenu, ale to je readlné Cislo. Tedy redlna cisla jsou
podmnozZinou komplexnich Cisel.

A jesté jednou ta sama Cisla odecteme.
z17=3+2iaz,=3—1i
721—2,=B3+20)—-@B—-i)=34+2i—-3+i=3-3+2i—i=i

A tady nam vyslo ryze imaginarni Cislo.

Nasobeni
Ndsobi$ jako pfi ndsobeni vyrazl s tim, kde se objevi i? napises si -1.

z1=3+2iaz,=4+3i

2172, =B+2) - (4+3)=3-4+2i-44+4-2i+2i-3i =12 + 8i + 8i + 6i2
=12+16i+6(-1) =12+ 16i— 6 = 6 + 16i

A jesté jednou

zy=3+4+2iaz,=3-2i
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2172, =B+2)-(3=2))=3-3+2i-343(=20) +2i-(=2i) =9+ 6i — 6i — 4i2
=9-4(-1)=9+4=13

A tady ti vyslo redlné Cislo.
A vyzkousi$ se. Spocitej VSECHNY piiklady.
Vypocitej soucet, rozdil a soucin komplexnich ¢isel X a y :

a) x=245, y=3-2 g) x==-T7+3i, y=-2+7 m) x=8-7 yp=-6-9i

b) x=4-1, y=1+71 h) x=4+2i, y=-2+5{ n) x=1, y=-10+5;
C) x=1+27, y=1+4¢ i) x=1+i, y=2+7% 0) x=-2+7i, y=-3
d) x=-241, y=-3-2i J) x=241, p=2-1i P x=12 +157, y=16-22;

€) x=-542i, y=-3+37 k) x=1-27, y=3+7¢ r) x=42-61, y=-51+99;¢

f) x=-2-2i, y=-1+37 1) x=06+31, y=-5+27/ s) x=1+237; y=45-0,2{

Déleni
Nejdrive si zavedeme komplexné sdruzené Cislo.

V&imni si posledniho uvedeného ptikladu, kde z; = 3 + 2i az, = 3 — 2i. Cisla jsou stejnd a7 na
znaménko u imaginarni ¢asti. Takovym cCislim budeme fikat ¢isla komplexné sdruzena a pfi jejich
vynasobeni dostaneme vidy redlné Cislo. A to pravé pfi déleni komplexnich Cisel budeme potfebovat.

Pozndmka: Komplexné sdruZené Cislo k Cislu z budeme znacit z, cteme ,,z s pruhem”.
Déleni komplexnich Cisel si vidy zapiSeme jako zlomek. Budeme délit ¢isla 2 + 3i a 3 + 4i.

Tak to zkusime. PFi déleni dvou komplexnich &isel rozsifime zlomek tak, aby ve jmenovateli vyslo
redlné Eislo.

2+30 (2+3i)(3—40)

3+4i (3+40)(3—4i)

TakZe jsme vynasobili jmenovatele i Citatele zlomku Cislem komplexné sdruzenym a vyraz upravime

203430342 (~4)+3i+(~4) _6+9-8i+12% —6+i_ 6 1
3-3+4i-3+3-(—4i)+4i-(—4)  3-3+4-4 25 25 25

Poznamka: Ve jmenovateli to pljde rychleji pokud si rychle odvodime vzorecek pro nasobeni
komplexné sdruzenych Cisel.

z+Z = (a+ bi)-(a—bi) =a?+ abi — abi + bi - (—bi) = a? + b?
Tedy si bude$ pamatovat

(a + bi) - (a — bi) = a?® + b?

Pak (3 + 4i)(3 — 4i) = 32 + 42

A jesté jeden ptiklad, ale uz rychleji.

2-3i  (2-3DA-20) —4-7i 4 7
1+2i 12 + 22 -5 5 5
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A zase pfiklady. Spocitej VSECHNY.

Vypocditej podil komplexnich &isel

3+ 51 5+ 37 4 + 57

a m

) 2—1 2 -2—1 ) 3+2
1-: -4 3+

b) i h) i n) i
3+2; -2-4; 1-2;
2+31 T2

c i 0 2-127): 4

) 1-27 ) -3+ 25 ) ( )
3+ 1+7 1

d S 1 p) - -

) 31 ) 1+21 \,E+1'~,|'E
1-2; ' 2431

o _1 k) 5+1\f5_ r) + 1.
2+ 55 —3+2i
—3-1 1+25 1-2;1

1 5
D 1+1 ) 3+4 ) 3+71

Absolutni mazec
A ted se ndam bude hodit absolutni hodnota komplexniho ¢isla.

Pro komplexni &islo z = a + bi si zavedeme absolutni hodnotu jako |z| = Va? + b?

Takze
13+ 4i| =32 +42=25=5
11—2i] =12+ (-2)2 =5

Ale mUZe to byt sloZitéjsi

1 (1)2+<1)2_ 1,1_]25_5
AV 3/ J16 9 J144 12

‘1_}_1
43

Komplexni jednotka
Pokud ti absolutni hodnota Cisla vyjde jedna, tak toto komplexni ¢islo nazveme komplexni

jednotkou.
||_1+\/§,_ (1)2+ \/§2_ 1+3_ 4_1
A=1272T 4 4) T 178 JaT

Tedy pro komplexni jednotku plati |z| = 1.
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Vypocditej absolutni hodnotu komplexniho Cisla
Zase pocitani. Spocitej VSECHNO.

Které z téchto Cisel jsou komplexni jednotky?

A ) -2+ n 1+

b)  2-3i i) 5-i5.3 ) (+ix2)(3 —142)

0  1+2 k)  1+: 1) (1+i42)(2-3)3 +1)

d -3-4 ) ? w  0,3563-0,9343;

& 24T m  6+8 V) sin %— :'cos%

f) 2.4 n) —g +%: w) gigj

h) ;? P (1-206+7 v o1eu-2
Priklady

A zkus si par prikladd samostatné. Ber to jako pfipravu na prvni pisemnku.
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a) 5 i Byfby 5,85 g
b) = k) T G R Lot t)
o) [14% ) (A+)(-1+)+(1+2)* w)
2+ 4i
d A3 m 21
) ! ) 1+7% ( ) V)
2-4f N2
e) P+t n) —+(1+20)%4 w)
1+1:
10, 20 30, .40 i+l -1
0 — X
) I+ 17+ ) 343 )
;
772 11 6T 1- +(i=1)
g) i e = P) 1 (-1 Y)
1+i 1-3
) o2 487 —6i+ 1 qQ —t— z)
1-7i 1+7
247 2-1 u
. 510,15, .20, .25, 30
i I+ AT+ X S z)
) P41+ 41 +17+1 1) 21 241

Jesté néco?

2+1
S (344 T2V
“l24i ) -2 i
[1+7]
1-1
|-1-7|
1+1’J§

Ano. Tim jsme neskoncili. Teprve ted se dostaneme k tomu, k ¢emu je mozné komplexni Cisla pouzit.

A kdyZ umocniujeme?

Umocnit komplexni ¢islo na druhou a na treti by nemél byt zadny velky problém (zndme prece

vzorecky, ne? Pro vyssi mocniny pockejme na Moivrovu vétu.
Zkusme

(3+4i)2=3%2-2-3-4i+ (4i)2 =9—-24i— 16
= —7 —24i

A co tedy odmocnina?
Tak tady také musime pockat na pana Moivra. Pak zkusime
tfeba spoditat V/i.

A zkusime to bez Cislicek
Zkusime upravit vyrazy, kde a, b jsou redlna Cisla, i je
imagindrni jednotka.

a+bi (a+bi)(a+bi) a®—b*+2abi a®—b*

Jesté si pamatujeme?

X+Y)2=X?+2XY +Y?

X -Y)2=X?-2XY +Y?
(X+Y)3=X3+3X%Y +3XY%2+7Y3
(X-Y)3=X3-3X%Y +3Xy?2-y3

X3+73=(X+Y)X?-XY +7Y?)

X3—VY3=(X-Y)(X2+ XY +Y?)

2ab

z
z

Kdyzz = a + bi

=a—bi_(a—bi)(a+bi)_ a® + b? _a2+b2+a2+bzl
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Co ti po Upravé nasledujicich vyrazl vyjde?

zZ+Zz

Tyto vyrazy se daji pamatovat jako vzorecky. Moc nam pomuZou pfi
vypoctech a v dalSich teoriich.

z=a+ bi
Z=a—bi
|2|? = a? + b?
POZOR TO NENI 2

7% = a® — b? + 2abi
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Co na to pan Gauss?

Johann Carl Friedrich Gauss byl genialni matematik, kterd Zil na Abstrakce
pfelomu 18. a 19, stoleti. Mimo jiné ho napadlo zobrazit Vysledkem procesu abstrakce, ktery
komplexni Cisla v roviné. Zvolil se dvé osy. Na vodorovnou osu je tésné spjat se zobecnénim, jsou
vynasel redlnou ¢ast komplexniho &isla a na svislou osu imaginarni pojmy, které odrazeji podstatu
Cast. TakZe treba pro komplexni ¢islo z = 3 4 4i pfedmétd. Antonymem
. abstraktniho je , konkrétni“.
5 I —
Imaginarni osa
Z )
4@ @ 3+4i
3
2
1
Realna osa
@
-2 - 0 1 2 3 4 5
-1
-2

A zkusime kreslit

1.

V roviné komplexnich Cisel sestrojte obrazy téchto cisel:
a) 1+i b)-5-3i c)2+4i d) -8i
Urcete, v jakém vztahu jsou obrazy téchto Cisel:

a) 2 +4i,—2+4i b) — 3 —5i,3 + 5i c)3+2i,3-2i
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A néjaky sinus a cosinus

No, to by bylo moc jednoduché. Komplexni ¢isla jsme do této doby zapisovali jen v tom tvaru, ktery
jsme si zavedli, tedy jako a + bi. Tomuto zapisu se fika algebraicky tvar komplexniho Cisla. Pana
Gausse napadlo néco jiného. Podivej se na obrazek.

Imaginarni osa

4 3+4i

Gaussova rovina

2| = V{a® + %)

Realna osa

i@

-2 -1 0 1 2

Komplexni ¢islo 3+4i se da také popsat pomoci vzdalenosti od 0 (pocatku soustavy soufadnic) a Uhlu,
ktery svira zelend Usecka s redlnou osou — to je Uhel @. Trojuhelnik 0-3-Z je pravouhly a my si
vzpomeneme na ZS — zavedeni funkci sinus a kosinus v pravouhlém trojihelniku. A uréité jsme
nezapomnéli Pythagorovu vétu.

TakZe velikost zelené useclky je |z| = V32 + 42 = 5 aplaticos @ = %a sing = %, kde ¢ =~ 53,1°.

Vezméme si nyni obecny algebraicky tvar z = a + bi. Absolutni hodnota je |z| = Va? + b2 a

, . , . b . ..
algebraicky tvar si upravime na z = |z| (% + lm), ale tojez = |z|(cos ¢ + isin @)

Takze jsme vymysleli (tedy pan Gauss) novy zapis komplexniho éisla.
Tomuto tvaru se fika goniometricky tvar komplexniho disla.
z = |z|(cos ¢ + isin @)

Bude se ndm hodit umét navzajem prevadét tyto dva tvary komplexniho &isla. Tedy algebraicky tvar
na goniometricky tvar a opacné, goniometricky tvar na tvar algebraicky.

Jakych hodnot mlze nabyvat uhel ¢?
Zkusme si nejprve prevést na goniometricky tvar Cislo z = —2

Nakreslime si toto Cislo v Gaussoveé roviné.
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imaginarni osa

180°

z /‘ a realna osa

-2 -1 0 1 2

Velikost zelené Usecky je dvé.
To je tedy absolutni hodnota ¢isla z, |z| = 2, Uhel ¢ = 180° =7
Goniometricky tvar tedy bude
z =|z|(cos¢@ + ising) = 2(cosm + i sinm)
A zkusme prevést
z=-3—4i

2

imagiparni osa

1
233,1°

realna osa
0\

1 2 3

Izl =/(=3)2 + (—4)2 =25 =5

Dosadime hodnoty bez znamének.

3
CoS Po = ¢

Pro zakladni rozsah 0° — 90° nam na kalkulacce vyjde

@ = 53,1°

Umime jesté uhly ve stupnich a
radidnech?

T = 180°
T =900
=

2 = 360°

A trojclenka

s
radiany = T80 stupné

A tady zase budeme
potfebovat néco z goniometrie
a praci s kalkulackou

Potrebujeme uhel ¢ pfepocitat do intervalu 0° — 360°, tedy 0 — 2m v radidnech.

11




Budme komplexni

A ponévadz se Cislo z nachazi ve tretim kvadrantu, pak ¢ = 180° + 53,1° = 233,1°
Tedy

@ = 233,1° = 4,0683 rad

a mame vysledek

z = 5(cos 4,0683 + i sin4,0683)

Tak jak to vlastné délame?

Nejdfive spoéitame absolutni hodnotu komplexniho &isla podle vzorce |z| = Va? + bZ2.

, _y . b
Pak si spocitdme cos ¢ = % (nebosing = %)

Vyresime tuto elementarni goniometrickou rovnici pro pfislusny kvadrant.

Na kalkulacce se ndm zobrazi vysledek pro prvni kvadrant.

Podle znamének u Cisel a, b ur¢éime kvadrant Gaussovy roviny, ve kterém komplexni Cislo z leZi.

Pro vysledny uhel pouZijeme poucku z dfivéjSka (FeSeni elementarni goniometrické rovnice)

Cislo z lezi v kvadrantu Znaménkou a Znaménkou b Uhel
1. kvadrant + + Q= Qo
2. kvadrant - + @ = 180° — @,
3. kvadrant - - @ = 180° + @,
4. kvadrant + - @ = 360° — @,

Dosadime do vzorce z = |z|(cos ¢ + i sin ¢) a méme vysledek.

Pozndmka: kdyZ se to po nds chce, pfevedeme stupné na radidny.

Priklady - pfevedeme na goniometricky tvar
Zase spocitas viechny priklady, a to asi bude chvili trvat.

a) -5 g -1-if3 m)  -2+2
b) - 7i h) 5-i543 n) %+%z’
c) 7i i) A2 +iaf6 0) 3-i./3
d) -1+1 j) —2-i12 P) ﬁ—ﬁr
2 2
_ 343 1+:

e) 1 I l{) £+?I l) 1_1

_ _ 1 1
f) 341 ) — 3 ) 4

1+7 —-1+7¢
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A opacné, pfevedeme goniometricky tvar na algebraicky tvar. Tady neni na $kodu si zopakovat opét
goniometrii a vyjadreni hodnot funkci sinus a kosinus zakladnich ahlg.

sin(—a) = —sina

cos(—a) = cosa

sin(180 — a) = sina cos(180 — a) = —cos
sin(180 + a) = —sina cos(180 + a) = —cosa
sin(360 — a) = —sina cos(360 — a) = cosa
Uhel ve stupnich Uhel v radidnech sin cos
0 0 0 1
T
30 — 1 ﬁ
6 2 2
T
45 id V2 V2
4 2 2
T
60 - ﬁ 1
3 2 2
90 T 1 0
2
180 T 0 -1
270 3_7T -1 0
2
Jak na to?

Vezméme Cislo v goniometrickém tvaru, spocitdme hodnotu kosinu a sinu pro zadany uhel a nakonec
zavorku roznasobime. Pokud se jednda o tabulkové Uhly, pouZije$ pro hodnoty sinu a kosinu vyjadreni
pomoci odmocniny z tabulky.

z=2(cos30°+i sin30°) = 2 (L +i2) = V3 +1i
Musi$ si dat pozor na znaménka. Urcis je podle toho, v kterém kvadrantu komplexni cislo lezi.

A jesté jednou z = 2(cos%r+i sin%n) = 2(—\/7§+ l%) =—V/3+i
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Genidlni pan Euler
A konecné zacheme umocnovat a odmocnovat a resit rovnice.

Zavedeme si posledni tvar zapisu komplexniho Cisla. Tedy uz treti.
Bude to exponencialni tvar zapisu komplexniho disla.

em+1=0

Leonhard Euler pomoci vy$si matematiky odvodil vztah:
e'? = cos ¢ + isin¢ Euleriv vzorec
Pozndmka: e je Eulerovo Cislo (e = 2,718281828 ...)

Pak tieba Ize napsat €™ 4+ 1 = 0, co? se dodnes povazuje za jednu z nejkrasnéjsich matematickych
rovnosti.

Jednotlivé tvary zapisu toho samého komplexniho Cisla jsou tedy nasledujici:
zZ=a+ bi = |z|(cos ¢ + isin@) = |z| e

algebraicky - goniometricky - exponencialni

Tedy naptiklad

T T T
z=\3+i= 2(cos€+ising)=2el6

Priklady — prevedeme na algebraicky tvar
Tak se zase vyzkousis a spocitds vsechny priklady.

ﬁ T Fia

Q) V2(cos315°+1sin315°) g) 10(cos50° + i sm 507) m) ?[cos 1 +isin ZJ
. 3r . 3m .
b) 5(cos210°+1sin210°)  h) wﬁ[cosT +1sin TJ n) 7(c0s180% + 1sm 180%)

3w . 3m . 27 . 2w a0 . T
c) 2| cos—+ism— i) 4| cos—+1ism — 0) cos—+ism —
2 2 3 3 3 3

S 5w 5o S in

d 4| cos—+isin — j 72| cos == + isin — I’y
) [cos 5 s GJ 1) [cos p ism p ] ) 244
T . To U7 in

2{ cos—+7ism— Kk 10-2| cos— +isin— El

€) [cos p isin GJ ) [cos 2 ism 1 J 0 7e3

o . I 5 St . 5w i
f) c0s135°+75in135 ) '3057"'35“1? 5) g 2
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Do hry vstupuje pan Moivre
Tak, ted uz zname, ze

z=a+bi = |z|(cos + ising) = |z| e!®

Tak zkusme komplexni ¢islo z umocnit.

z"=(a+bi)" = (Izl ei‘p)n = |z|" e = |z|"(cosng + i sinng)

Tedy umocriovani komplexniho Cisla v goniometrickém tvaru je genidlné jednoduché:
[Iz|(cos @ + isin@)]™ = |z|"(cosng + i sinng)

Zvlast umocnis absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a misto umocriovani kosinu a sinu si vynasobis
argument komplexniho ¢isla (to je to ¢).

Na tento vztah zjednoduseny upozornil jiz pfed panem Eulerem matematik Moivre.

Pozndmka: Uvédom si, Ze komplexni 1 v  goniometrickém tvaru zdpisu je
1=cosp+ising. To jsme vynechali periodu téchto funkci, kterd je 2m. TakZe sprdvné
1 = cos(¢ + 2km) + i sin(p + 2km), kde k je libovolné celé Cislo.

Moivreova véta
(cos@ +ising)™ = cosng + isinng

Pozndmka 1: tento vzorecek spolu s Binomickou vétou vyuZijeme v goniometrii pro rychlé odvozovani
vzorcu pro sinus a kosinus n-ndsobného uhlu.

Pozndmka 2: Dd se ukdzat, Ze miiZeme umocriovat na libovolné nejen rediné, ale i komplexni ¢islo.
Zkusime néjaky ptiklad?

Tak tfeba krok po kroku ( nékde stranou si pfevedeme cislo 1 — i na goniometricky tvar)

3 T 3
(1-0)8= <\/_<COSZ+ lsm—)> = (\/_) <c058 "7 +isin8 T) = 2*(cos2m + i sin6m)
=16(cos0+isin0) =16
Tak ted'si spocitas jesté par prikladd.

Priklady — umocnéete komplexni Cisla

a) (1+)* £ (-1+0)° m) 1+ /3
b) (1-1)® h) (— 2.3 -2 n) [ ]
<) (2+1)° i (—3 —1)® ) [g_ g ]
d) (+2+D* » =3+30° P) [% % ]
o @+n® K (-5 ) [1—]

1+
f 1-:./3)° I (-2 +i-12)° 5) [% ]
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A zase rovnice

Tak, zaklady mame za sebou a zkusime, k ¢emu je to dobré. Zkusime nejdfive rovnice v komplexnich
Cislech.

Binomické rovnice

V redlnych ¢&islech jsme mohli narazit na jednoduché rovnice typu x3 = —1 apod. Zde ndm vyslo
jediné feseni x = —1. V komplexnich Cislech to je slozZitéjsi, Zkusme tedy rovnici.

z3=—1

3\/2 =V-1

Ale zde bereme Cislo -1 jako komplexni Cislo, a tak si ho prepiSeme do goniometrického tvaru.

Navic (a to jesté jednou zdlraznuji) funkce sinus a kosinus jsou periodické funkce s periodou 2 a my
s tim musime pocitat. U umocnovani na celd Cisla je zatim mGzZeme s klidem vynechat (Proc?), ale jak
se nam objevi v exponentu redlné ¢islo, musime do feSeni periodu zapsat.

Tedy Moivreova véta spravné zni:

(cos @ + isin@)* = cos[x(¢ + 2km)] + isin[x(¢ + 2km)]

, kde x mlZe byt libovolné Cislo (realné i komplexni), k jsou vSechna cela Cisla.

Na stfedni Skole budeme umocriovat komplexni ¢islo zejména na racionalni Cisla.

Tak tuto vétu pouzijeme.

1 1 . 1 m+2kn w4+ 2knm
z = (—1)3 = |—-1|3(cos(m + 2km) + isin(w + 2km))3 =1- (COST + lsmT)
_ (n+k2n)+_ ] (n+k2n>
z = cos |3 3 isin|3 3

A pro k=0, 1, 2 mame (Pro¢ nemusime uvadét k=4 7?)

7r+, T 1+,\/§
Zy =cos-t+isin=-+1i—
! 372 2
3@ . 3m o
Zz=COS?+lSln?=COST[+lSII’1T[=—1

RY/4 RY/4 T m 1 3
Z3 =cos?+isin?=cos(Zn—§)+isin(2n—§) =§—i7

Tedy mnozina koren( rovnice je K = {—1, %— i\/;, %+ i? }

Jak bude vypadat zndzornéni feseni této rovnice v Gaussové roviné?
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Co z obrazku vyéteme? Tak vSechna feseni lezi na kruznici s polomérem 1, cozZ je redlna treti
odmocnina z absolutni hodnoty z 1. Re$eni jsou pravidelné rozmisténa tak, 7e tvoii pravidelny —
rovnostranny — trojuhelnik.

Tak radéji jesté jeden priklad.

z* =16

V redlnych ¢islech mame dvé feSeni -2 a +2. V komplexnich ¢islech o¢ekavame CEtyfi feseni.
Takie |z| = V16 = 2

z* = 16(cos 2k + i sin 2wk )

z=2 (cos@+ i sin@) =2 (coskE+ i sinkz)
4 4 2 2

Zp=2(14+0)=2

2, =20+10)=2i

z, =2(—-14+0)=-2

z3=2(0—10)=—-2i

Tedy mnoZina kofenu rovnice je K = {2,—2,2i,—2i}

A v Gaussoveé rovineé.
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Kvadratické rovnice v oboru komplexnich cisel
To je druhy typ rovnic, které mame na stfedni Skole umét fesit.

Tady zvolime trosicku jiny postup. Tak tfeba:

Priklad 1

x2—4x+6=0

To je kvadraticka rovnice s redlnymi koeficienty, kde ndm diskriminant vyjde zaporny.
D=(—4)?-4-2-6=16—-24=-8

MUZeme pouZit zndmy vzorec a jen dosadit.

~(HEV-8 4218 _4+iV8_4d2iv2_
2 - 2 B B B

+iv2
> > +iV2

X1,2 =
Ovsem koeficienty mohou byt i komplexni Cisla. Zkusme slozZitéjsi rovnici a také jiny postup.
Priklad 2

x> —QR+Dx—-1+7i=0

Spocteme diskriminant.

D=2+i)?—-4(-1+7i)=3+4i+4—28i=7—24i

Ted potiebujeme druhou odmocninu z diskriminantu, tedy najit komplexni ¢islo takové, Ze plati

(a+bi)2=D

18
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(a+ bi)? =7 —24i

Rovnici Ize fesit dvéma zpUsoby. Bud' jako binomickou rovnici nebo zvolime trochu jiny postup.
a? — b% + 2abi = 7 — 24i

a, b jsou redlna Cisla, tedy budeme fesit soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych.

ab = —12 pro komplexni ¢ast

a? — b? = 7 pro reélnou ¢ast

144
az——2=7
a

Oznadime si ¢ = a?.
c?—7c—144=0
D =49+ 4-144 = 625

a’?=c

_7+25

= —9nebo 16
> nebo

Ponévadz a je redlné Cislo, pak pouzijeme pouze kladné cislo 16 a vybereme si kladnou odmocninu.

Paka =4 ab=_le=—3

a =4, b=-3

Takze dostaneme pro odmocninu z diskriminantu

VD =4 -3i

A dosadime do vzorecku pro kofeny kvadratické rovnice.

2+i+(4-3i) _ )
X1 = > =3 —inebo —1+42i

Zkusme si ovérit vysledek (zkouska sice neni nutn4, ale urcité doporucuji)
B-D?-Q2+)DB-)—-1+7i=8-6i—7—-i—-1+7i=0
(—1+2)?-Q+)(-1+2))—1+7i=-3—-4i+4-3i—-1+7i=0
Takze

K={3—-1i,—-1+2i}

Pak zkusime pro jistotu feSeni rovnice pro diskriminant jako binomické rovnice. Zde musime vyuzit
kalkulacku a pouZzit rozumné zaokrouhlovani.

2=7 24'—25(7 24')
2= t= e \25 " 25"
@ = 73,74°
A jsme ve ¢tvrtém kvadrantu

z? = 25(cos 286,26° + isin 286,26°)

z = V25(cos(143,13° + k180°) + i sin(143,13° + k180°)) = 5(—0,8 — 0,6i) nebo 5(0,8 — 0,6i)
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Regeno pro k=0, 1.

Tak ndm vysly odmocniny z diskriminantu.

zy =—4+3i

Z, =4 —3i

Pozndmka:

Odmocninu z diskriminantu Ize fesit obecné, pak dostaneme jesté dalsi vzorecky.
(a+bi)2 =A+Bi=D

a? —b? + 2abi = A + Bi

a?—b*=A 2ab=B

2

B
2-(2) =4
a
2
Z_B_=A
4q2
c=a?
BZ
2—Ac——=0
c ¢
D, = A% + B?
, A+VA*+B?
c=qQ“- = ——
2
_ A+ VA2 + B2 b—B
a= 2 ~2a

Pro zdpis reseni kvadratické rovnice nam staci pro odmocninu z diskriminantu pouze jedno reseni.

Konec poznamky



Budme komplexni

Priklady - rovnice v komplexnim oboru
Tak tady se uz pfipravi$ na konecnou pisemku.

a) x*+5=0 i) 2x%-11x+14 =0 1) +1=0
b) 2x%+7=0 i) x*=2ix-5=0 5) ' -1=0
¢ 3x2+4=0 k) X -Q+Dx-1+47i=0 275 +125=0
d  5xi—4x+1=0 1) X -@+22)x+5+i=0 w)  x*4+1=0

1 1 1
€) —Ax+6=0 m) + = V) NP B 49 = —x+i

52 52

f 55— 6x+2=0 n) JC_m+10+x=m_JC W) X+ 8ix-16=2x -5
1 2

g) x*—2x+5=0 o) x—;=?—5 X) 49+ x"+9=0
11

h) x*—4x+5=0 P) rHi=—s ¥) 32x°-1=0

A co asi nemame v osnovach

Genialni Euler podruhé
Z drivéjska mame vztah, ktery odvodil Leonhard Euler v roce 1770.

e'? = cosq +ising Euleriivvzorec

Vime tedy, Ze komplexni &islo z Ize zapsat jako z = |z|e'?.

Tedy Cisla v tomto tvaru Ize jednoduse ndsobit, délit a umocriovat na libovolné komplexni ¢islo.
7y 7, = |21|€"1 - |z;|e'P2 = |z, ]|z, ]! ¥1¥02)

Z_1 — @el’@h—qu)
z; |z,
Tak, tady to je celkem jednoduché.

Komplikace nastanou pfi umocrovani.

Euler si uvédomil, Ze na rozdil od realnych Cisel, ma mocnina (a tedy i odmocnina) nekone¢né mnoho
fesSeni. Za to mlzZe perioda v exponencidlnim vyjadieni komplexniho éisla.

Zkusme umocnit 2 na i.

Pozndmka: Tady uZ potrebujes komplexni logaritmus. Pfesny vyklad je celkem zdlouhavy a ndrocny,
takZe jen vzorecek. Pfirozeny logaritmus komplexniho &isla z = |z|e'? je definovdn jako

Lnz = In|z| + i(p + 2km), takZe tfeba komplexni logaritmus 2 je Ln 2 = In|2| + i(0 + 2km), kde
Ln znacime komplexni logaritmus oproti In , coZ je redlny logaritmus.

i _ (Inf2+i(0+2km)\! _ _iln2+i-i(0+2km) _ iln2—(0+2km) _ . . —2km
2t = (e =e =e = (cosln2 +isinln2)-e
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i (T i T
Acotedy it = (el(?”k")) — e 2t2km
Ostatni se dozvi$ a7 na VS — pfednasky z komplexni analyzy.

Kolik ma resSeni rovnice vyssiho stupné?

Pocet fedeni polynomické rovnice a,x™ + a,_1x" 1 + .- + a;x1 + a; = 0 v komplexnich &islech je
pravé n. Z nich mohou byt néktera feseni redlna a pokud feseni obsahuje komplexni ¢islo, pak
obsahuje i ¢islo komplexné sdruzené.

Pak lze polynom rozloZit na soucin
ApX™ + Ay 1 x4+t axt +ag = ap(x — ) (x — cpoq) o (x — ¢p)
, kde ¢, jsou kofeny pfislusné rovnice a ¢isla a; jsou obecné komplexni isla.

Jedna se o takzvanou Zakladni vétu algebry. Poprvé byla tato véta dokazana v roce 1806
matematikem Argandem.

Tedy alespon jeden ptiklad

. 3 _ I 1,43 1 3 ,
Rovnice x° —1 =0 mateSeni K = {1, -3 + T 7}, tedy plati
1 3 1 3
3_1: _1 -V - R
x (x )<x+2 21><x+2+21>

a kdyZ rozndsobis zavorky s komplexnimi Cisly, dostane$ znamy vzorecek.

x3—-1=(x-1Dx*+x+1)

Zaver

Pokud jsme se spolecné dopracovali az sem, tak budes expert na komplexni Cisla. A pokud bude$
muset absolvovat prednasky a zkousky z komplexni analyzy na vysoké skole, tak to, co jsme tady
probrali asi v péti hodinach, bude zfejmé tématem prvni ¢asti Uvodni prednasky.



