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Bernoulliho ¢isla

Definice 1 — rekurentni

B():l
1 m+1
_ m+1
Bm_m+1z( k )Bk
k=0
Nebo také

2:;0 (m; 1) B, =0

Definice 2 — analyticka

t B t™m
et—1 ™ m!
m=0

Souvislosti
Riemannova zeta-funkce

(ZH)Zm

26(2m) = (—1m*t mr Bom

nebo také (po Upravé)

2m—1n.2m

2m)! Bam

o 1
f@m) = ) —m= (-

n=1

Staudtova véta

Kazdé Bernoulliho Cislo je mozné vyjadrit ve tvaru. C, je celé Gisio

1
Bi=Cim ) iy
k/n

k+1€P

Ptiklad n=6, k=1, 2, 6 nebot 2, 3, 7 jsou prvocisla

i B;
0 1
1 1
2
1
2 1
6
3 0
1
4 -
30
5 0
6 1
42
7 0
8 1
30
9 0
10 S
66
11




Bernoulliovy polynomy
Definice

n

B,(x) = Z (Z) B x™k

k=0

Plati

tret* t"
et—1 Z)B”(x)ﬁ
n:

1
By(x) =x*—x+—

6

3 1

B3(x) = x® —5x% + =
3(x) =x =X +2x

1
By(x) = x* —2x3 + x? — —

30
5 1
Bs(x) = x° —Ex‘* +§x3 —gx




Harmonicka Cisla

Definice
n
H Z L il
"Lk T 203 n
k=1
N-té harmonické cislo je prevracenou hodnotu harmonického priméru
prvnich n pfirozenych Cisel vynasobenou n.

Plati

Hn+1=Hn+n+1

D He= 01+ D(Hpu = D
k=1

n+1

Hn:%[ 2

] , kde zavorka jsou Stirlingova Cisla prvniho druhu

Vztahy

o H, 1 1 t/ Riemannova zeta funkce
Z = =5¢(

2
n2n 12"
n=1

[o¢]

H2 11

— 4
(m+ D2 360"
n=1

[o0]

ZHYZL 17
—_—=—T
n? 360
n=1

11_xn
H, = d
" fol—x X

Definice Eulerova-Mascheroniho konstanta

y = lim (H,, —Ilnn) =0,577 215 664 901 532 860 606 512 090 082 402 431 042 ...
n—oo

(neni znamo, zda je racionalni)

Vytvorujici funkce

— —In(1-2)
L 3 g

ZZ n 1—2z

n=1

Pozndmka

i H;
1 1
3
2 2
11
3 3
25
4 12
137
> 60
49
6 20
363
/ 140
761
8 280
7129
9 7129
2520
7381
10 m
83711
12
13

Harmonicky pramér kladnych cisel (napt. hodnot kvantitativniho znaku statistického souboru) je
definovan jako podil poctu téchto Cisel (rozsahu souboru) a souctu jejich prevracenych hodnot.
Jinymi slovy je to pfevracena hodnota aritmetického priméru prevracenych hodnot primérovanych

Cisel:

Xp =
n 1
i=1x.




Riemannova zeta funkce
Definice

- 1
((S):ZF neN, secC
n=1

Plati

-1)"B
((_n) — ( ) n+1
n+1
(pro nezaporna cela ¢isla)
Déle

(_ 1)71—1 (27.[)211
2-(2n)!

{(2n) =

Timto vztahem se vypocitaji hodnoty funkce zeta
pro zaporna cela Cisla s.

{(s) =25~ 1sm( ) r1-s)-7(1—y5s)

Déle hodnoty funkce zeta pro vSechna realna s < 0,
_S 1

T () {(s)-nZZF(———> {(1-y5)

A s funkci Gama

I'(s)-¢(s) = 2575 1sin (?) {(1—25)

sinms
Analytické rozsireni
oo s—1

F(S){(S) =J- mdt
0

) =06 = 55 [ g

Hurwitzova funkce

{(—2n) = 0 trivialni nulové body

(G + xi) = 0 Riemannova hypotéza

1
(-D=-3

1
Z(E) = 1,46035450880 ...

1
¢(0) = —3

(1) = diverguje

2
(2) = ”? Basilejsky problém

{(3) = 1,202056903 ... Apéryho konstanta

4

@ =5

¢(5) =

.
(()—945

(7)) =

8

(® = 9450

¢9) =

10

93555

¢(10) =

{(2m + 1) = ¢eka na feSeni

Riemannova funkce zeta, oznacovana pomoci feckého pismene C jako {(s), je komplexni funkce,
definovana jako analytické prodlouZeni souctu tzv. Dirichletovy rady. Je dlileZita zejména v analytické
teorii Cisel. Zavedl ji v roce 1859 némecky matematik Bernhard Riemann. Tato funkce je Ustfednim

pojmem tzv. Riemannovy hypotézy, kterd patii k nejdllezZitéjSim nevyfesenym problémim soucdasné

matematiky.




Integraly neurcité

Tabulkové integraly

1
f1+x2dx=arctgx+C

Ve =Yareta Sac
f?zﬁﬁ X=gvesy

1 1 a—x
f—az_xzdxzﬁlnLl |+C

ftgxdx = —In|cosx|+ C

fcotg x dx = In|sinx| + C

|

1
dx = arcsinx + C
V1 —x2
dx—ln|x+\/a2+x2|+C

ftgzxdxztx—x+C

. 2 x .
sin xdx=5+sm2x+C

n
x 2 nq

. =+
X = arcsinx2 ~+C

d
V1 — xx+2 n+2

farcsinxdx=x-arcsinx+\/1—x2+C

farccosxdx=x-arccosx—\/1—x2+C

fsinhx dx = coshx + C

fcoshxdx =sinh x+C

1
farctgxdx=x-arctgx—§ln(1+x2)+6‘

f arccotg x dx = x - arccotg x + ln(l +x3)+C




Urcité integraly
J, =) e E) = )

Uplny Fermi-Dirac(lv integral

1 ©
F; = d > —1
2 r(;'+1)f0 etxy1
Plati
dF;(x) ;
T =Fa® FG)=In(1+e")
X
Exponencialni integral
Definice
ooe—t 30
Ei(X):—f Tdt X€ER s

—-X

OOe—t OOe—tZ
E(z)=f —dt=j dt =
! z t 1 t

o
110

1e—ﬂ
=f—du R(z) =0 z€C,
o U

larg(2)| < m
X Nk
Ex(z)= —y—Inz-— (k _Zz!
k=1

Zobecnéni Eia E;

z ( 1)k—1zk
Ein(z) =J- (1—ebHdt = z€C
0 k-k!
k=1
A jesté
o ,—xt
E,(x) = J; o dt =x""T'1-nx) x€R
Li(e*) =Ei(x) x#0
(viz Kummerova rovnice)

Ei..

Ei..

nahote

dole




Logaritmus integral Li(x)

i) = * dt
H = o Int
1—-¢ (o]
i _ dt N dt
i) =Jlm| | o7 fﬁ
0 1+¢

Offset nebo Eulerlv logaritmicky integral

Li(x) = li(x) = li(2)

Vztahy

li(x) = Ei(lnx)

li(e¥) =

Plati
w(x)~Li(x)

Li(x) — n(x) = 0(vxInx)
Rady

o xk

=lm

k=0

had x2k+1

sinhx = Z 2k + 1)!

o x2k

coshx = Z
]
o) (2k)!

[oe]

2+l
S = Z (2k 1)
=
2k
cosx = Z(— )k
I
&~ (2k)!
1 [ee]
= Z xk 0<x<1
1—x
k=0

lif=)

li(2) = —Li(0) = 1,045163780117 ...




Polylogaritmus - Hurwitzova zeta funkce

- c Zk
Lis@) = ) =
k=1

Rekurentné

Li;(z) = —In(1—2)

ZLi (t
() = [
0
Nebo
I
Li.(z) = —dt
) r(s) 0 e2+1
Plati

Li;(z) = —In(1—2)

z
Liy(z) = 1=
z
Li_1(z) = a=z
1
Lio(2) = ﬁ 2;2
Dale

Lis(1) = {(s)
Lis(=1) = —n(s)

tis )

i

(D) =2
):

(In2)2 —in 2In2+-= {(3)

—m? — —(ln 2)?

Zeta funkce

Dirichletova n funkce

Lig(+i) = —=27%n(s) £ iB(s) B — Dirichletova f8 funkce

Lin (3) = =¢@L"2)

multiply zeta funkce

https://en.wikipedia.org/wiki/Multiple zeta function

A také

Liy() = B 5 = x 3 Fy(1,1,1,2,2 %)

!

dilogaritmus

Zobecnéna hypergeometricka rada



https://en.wikipedia.org/wiki/Multiple_zeta_function

Trigonometrické integraly

X

sint
Sl(X) = Tdt
0
sint
Si(X) = — Tdt
X
sint T
Si(x) —si(x) = | —dt ==
t 2
0
] 00cost *cost—1
Cl(x)z—det=y+ln|x|+f dt a|Arg|x||<7t
v 0
*1—cost

Cin(x) =j fdt=y+ln|x|—Ci(x)
0

X

Shi(x) =f

0

sinh t
t

dt a Si(x) =i-Shi(x)

. *cosht —1
Chi(x) =y + In|x| +f fdt alArglx|| < n
0

A ,pomocné funkce ,

[o¢] o)

()—fSintdt—j it = ciGost +[5 = si0)]

fx = ttx = t2+1 = Li(Xx)sinx ) l(X)|CcoSXx
0 0

()—fCOStdt—fte—Xtdt— Cix) cos x + [ — Si0)| s

g\x) = t+x = 2+ 1 = 1(X)COSX 2 (x)|simx
0 0

Fresnelovy integraly

X
S(x) =fsint2 dt
0

X
C(x) =Jcost2 dt
0

[oe] o)

s
fsintzdt=jcost2dt=§

0 0

j sinx®dx = F(l + 1) sin (E)
a 2a
0




GaussUyv integral

[oe]

-t? _ﬂ
fe dt = >
0
[o%) . 1
fe_t dt:\/E:F<E)

5 e +b) gy = \/E????
o -

o 1
f e~ dx = ] (E)
0

_ _@n—-1n
f xZne ax? dx an2n+1 \/;
0

n!

(o)

2n+1 ,—ax? _
f X e dx = Sl
0

Gaussova chybova funkce

X

erf(x) = % Je‘tz dt = %f et dt
0

—-X




Gama funkce

https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma function

Definice
I'(2) =J tZle7tdt R(z)>0
0

Eulerova definice

F(Z):%ﬁ[li%.(l-l-%)Z

Vztahy
'n)=mn-1)!
Nz+1)=z-T(z) zeC
1
(o) = = (12 e

F(1 ) (—4)"n!\/__ NG

I'(z)- T(1—2)= pr— z&7
F(z—n)=(—1)"‘1% z&€Z nezZ

I'(z)-T (z + %) = ZZZLZF(ZZ) Legendrova duplicitni formule

b 2 i

Graf funkce gama pro realna &isla. &

['(2) = diverguje

(Y-t
I['(—1) = diverguje
((-§)--ai
I'(0) = diverguje
()
r=0=1

Vr
Q-4
rQ)=1=1
'@-2F
r@)=2'=2
-5



https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function

Skewesovo Cislo
https://en.wikipedia.org/wiki/Skewes%27s number

V teorii ¢isel je Skewesovo Cislo nékteré z nékolika velkych ¢isel pouzivanych jihoafrickym
matematikem Stanleym Skewesem jako horni hranice pro nejmensi pfirozené Cislo, pro které

m(x) > li(x)

kde 1t je prvociselna funkce a li je logaritmicka integrdlni funkce. Skewesovo Cislo obrovské. Nyni je
zndmo, ze mezi funkcemi dochazi ke kfizeni (m(x) > li(x) a m(x) < li(x) ) blizko e’?9°13% < 1,397
x 103, 7Zda jde o nejmensi k¥izeni, neni znamo.



https://en.wikipedia.org/wiki/Skewes%27s_number

g - Pochhammerdv symbol
https://cs.frwiki.wiki/wiki/Q-symbole de Pochhammer

Definice
(@ q)n = H(l —aqm) =1 -a)(1-aq)(1-ag?)..(1-aq"™")
k=0

a(a;q)o=1

Pro nekonecnou posloupnost, pak

(@@e=] [a-agm
k=0

Nékdy je pouZit zapis, kdyZ je jasné, Zze proménnajeq. (a), = (a; q)n

Funkce generujici oddily
Témito symboly lze kompaktné vyjadrit velké mnoZzstvi generujicich fad predstavujicich oddily . Lze
napriklad napsat pocet p (n) oddild celého Cislan :

Zp(n)q”—nl " @ 61)oo

Vsimnéte si, Zze zde najdeme inverzni funkci Eulerovy funkce .

TotoZnosti
Jednou z nejjednodussich identit je q -binomialni véta (vyjadiena zde kompaktni notaci):
@n _ (@2
NONOR
jejichZ konkrétnimi pripady jsou dvé identity Eulera:
qnon- 1)/2 .
D= ) D

nenN

1 p—
(2) oo — (@Dn



https://cs.frwiki.wiki/wiki/Q-symbole_de_Pochhammer

Oddil celého ¢isla
https://cs.frwiki.wiki/wiki/Partition d%27un _entier

V matematice je oddilem celého Cisla (nékdy také nazyvanym oddilem celého ¢isla ) rozklad tohoto
celého cisla na soucet pozitivnich celych cisel (nazyvanych ¢asti nebo summanty ), a to aZ na poradi
vyrazU. Takovy oddil je obecné reprezentovan posloupnosti sc¢itancll, sefazenych sestupné. Je
vizualizovan pomaoci jeho Ferrersova diagramu, ktery zdUlrazruje pojem dvojitého nebo
konjugovaného rozdéleni.

Pro pevné prirozené Cislo je sada jeho oddili konecna ma lexikograficky rad .

Posloupnost Cisel oddill pro po sobé jdoucich pfirozenych celych Cisel je uréen rekurzivni funkci .
Hardy a Ramanujan objevili asymptoticky rozvoj v roce 1918, poté Hans Rademacher dal presny
vzorec v roce 1937.

s 5

e 4+1

e 3+2

e 3+1+1

e 2+ 241

e 2+1+1+1

e T+1+1+1+1

Sedm oddild z celych 5 .

ralindii

Eaa L
g |H E
O o g o
o ST e
Sanaaan oo g
[Eeeaesaa] m[a



https://cs.frwiki.wiki/wiki/Partition_d%27un_entier

Hypergeometricka rada

ap N “(““)ﬁ(ﬁ“)sz,...
1y 1:2-y(y+1)

(@) (b)y 2"
2Fi(a,b;c;z) = nzow-m

1+

Zobecnénd hypergeometrickd rada

In(1+2z)=2z-,F1,1;2;,—2)
1-2"= ,F(1,1;2;,—2)

113 2)

arcsinz = ,F; (E'E;E;Z

1-2""= ,F(a112)




Symetrické polynomy -Newtonovy polynomy

Sp=x1 +xF + -+ xt
Oznacme

O'1=x1+xZ+"'+xk

k

0y = Z Xix]'

i<j

k

03 = Z xl-xjxa

i<j<a

O = X1X3 ... Xk

Pak

sy =0y

S, = 0,2 — 20,

s3 =0, =30y 0, + 303

54_:0-14_40-120-2+40-10-3+20-2_40-4




Stirlingova Cisla prvniho druhu

Koeficienty u rozvoje napf.

(g =x(x—-—Dx—-2)(x—3)(x—4) =0—6x + 11x% — 6x3 + x*
=5(4,0) + s(4,Dx + 5s(4,2)x% + s(4,3)x3 + s(4,4)x*
e m

stk = (1) k []

n

(), = Z s(n. k)x*

k=0

kde Stirlingova ¢isla prvniho druhu jsou

k0o 1 2 3 4 5 6 7 89

T
0 1
1 01
2 01 1
3 02 3 1
4 06 11 6 1
5 024 50 35 10 1
6 0120 274 225 B85 15 1
7 0720 1764 1624 735 175 21 1
8 05040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
Plati
R R P
Lk 1Tk T le=-1
_0]

=1
0
ny_ 0
ol = [k] =0

Stirlingova Cisla druhého druhu
Stirlingova cisla druhého druhu definujeme jako ,,pocet rozklad( n-prvkové mnoZziny na k trid“.

Kazda z téchto k tfid musi obsahovat alesponi jeden prvek.

S = 0" )




k012 3 4 5 6 |7 |89

T

0 1

1 01

2 011

3 013 1

4 oz 6 |3

5 01115 125 |10 1

6 0131 90 65 15 1

7 0163 301 350 140 21 1

8 01127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
Faktorialy

Faktorial

x!'=1-2-3-4----x
Sestupny faktorial
e =xE=x(x-1D(x—-2)(x—k+1)

Vzestupny faktorial

OfF=xF=x(x+Dx+2)(x+k—-1)

Hyperfaktorial

n
H(n) = nk" — 1122 gk
k=1

Vicenasobny faktorial

nl® = nn
0<n<k
1(k) — nov=ns=
v {n[(n - 1)1]
Primorial
n
piEP
k=1

Superfaktorial




n
sf(n) = Hk! =1n-2"m1.3"2...(n-1)%2-n
k=1
Alternujici faktorial

af (n) = Z:zl(—n"-kk!

Pickover(v faktoridl

n!n!

n$=n" =
Exponencialni faktorial
n$ = (-0

Lerchova funkce

2miAn

e
L= tan =Y
(4as) CEE
n=0
Lerchova transcendentni funkce

o Zn
q)(Z,S,Cl)5: :E: E;T;?;;SE
n=0

Specielné
@( 111)—5“(_1)11—1 2
YT Lk "
n=0
i(—l)k_n
2k+1 4
k=0
o (DK 1
=_ In2
Z3k+1 g (V3T +3In2)

&
Il

0

Aritmetické funkce
Pro

n= pfl .p;"z e pl‘:k
Obecné, defini¢ni obor je N. Pro f, g aritmetické funkce

Multiplikativita

Definice. O aritmetické funkci f fekneme, Ze je multiplikativni, pokud f (1) # 0 a pro kazdou dvojici
a, b pfirozenych navzdjem nesoudélnych &isel plati f (ab) = f (a)f(b). Funkce je Uplné
multiplikativni, pokud f (ab) = f (a)f(b) plati pro kazdou dvojici pfirozenych Cisel.

Eulerova funkce
- pocet ¢isel mensich neZ n, nesoudélnych s n
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p(p)=p—1

Tau a sigma funkce
pocet vsech kladnych déliteld n

() = (@ + 1) (ax + 1)

T(n) = z 1

d/n
a>o

soucet vSech kladnych délitell n

o(n) = Zd

d/n
a>o
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zobecnéni sigma funkce

o(n k) = Z dr

d/n
a>o

Mobiova funkce
1 n=1
un) = 0 pro Ctvercové Cislo
(—D* kden=p; - py

Specialni aritmetické funkce
u(n) = 1 pro kazdé n

N(n) = n pro kazdé n

I(n) = EJ identita pro kazdé n, tj. I(1) = 1, jinak O

Dirichletova konvoluce
h, f, g jsou aritmetické funkce

) =) f@-g(3) = f@g
dajn

Plati

u®u =1

oQu =N

U®N = ¢

Dirichletova inverzni formule

Necht

g = f@

d/n




pak

fo =) 9@

d/n

Vlastnosti konvoluce
1. f®g = g®f (komutativita)
2. (f®9)®h = gQ(f®h) (asociativita)
3. f®I=IQ®f =/f (identita)

Dirichletova inverze

Jestlize fQ®g = g®f =1

g=f""!

f je Gplné multiplikativni f ~1(n) = u(n) - f(n)

Von Mangoldtova funkce
_(Inp pron=p*

An) = { 0 jinak

Plati
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Dirichletovy rady

F(s) = Z f 1(;1)
n=1
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Plati

Necht h = f®g PakH(s) = F(s) - G(s)
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Cebygevova funkce

W(n) = ZA(i) - Z Inp

isn kaTL

Dirichletova L-funkce

L(s,y) = Z x(rsz)
n=1

n

kde y je Dirichletdv charakter.

Dirichletdv charakter
x:Z—-C

1. 3k>0; y(n)=xy(n+k)

2. gedink)>1 - y(n)=0
gcdnk)=1 - y(n) #0

3. x(m-n) = x(m)x(n)

x() =1

5. a=b(modk) - y(a) = x(b)
)((a"’(k)) = y(a)?®

6. x(a) =exp (:TTLI) ,pro 0 <r < p — 1 pro prvociselnou periodu p.
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