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Uvod

Motivacni ¢lanek

Rumunsky matematik Dorin Andrica publikoval svou hypotézu o jedné vlast-
nosti mezer mezi prvocisly, Tvrdi, ze \/Poc) — /P < 1, kde p, je n-té prvocislo.
Vezmeéme si jako pfiklad dvé nédsledna prvocisla 23 a 29 a aplikujme na né An-
dricovu hypotézu. Vyjde nam, ze v/29 — /23 < 1. Jingym zpuisobem vyjadfent je
g < 2y/pu + 1, kde g, je n-1a mezera mezi prvocisly, tedy g, = py1 — py- Do roku
2008 byla hypotéza ovéfena pro naz do 1,300 2 x 10'%,

Podivame-li se na levou stranu nerovnosti Andricovy hypotézy, tedy A, = N

v/Pr» pak nejvyssi dosud znama hodnota A, je Ay = 0,67087. Andrica svou
hypotézu lormuloval v dobé, kdy se rychle zacalo 3ifit pouzivani poéitaéti, coz
podnitilo nepFetrZity prival snah o nalezeni pfikladu, kiery by hypotézu vyvratil,
Andricova hypotéza vsak nadale odolava, ifebaze standardnim zptisobem doka-
zdna neni.

Definice Prvociselné funkce
Prvociselna funkce je funkce udavajici pocet prvocisel mensich nebo rovnych zadanému redlnému
Cislu x . Byva oznacena pomaoci feckého pismenem m jako ().

Rozbor Adrikovy hypotézy

Ozname mezeru po sobé& nasledujicich prvocisel 6, = p,11 — py, a rozdil odmocnin

On = /Pni1—/Pn
Pak 8y = Pn+1—Pn = (M"' \/E)(\/m_ \/E) = (M"' \/E)"n

On

5 _ Pn+1 = Pn

— p —
vV Pn+1 + \/E vV Pn+1 + Pn




Pokud a,, < 1 je hypotéza dokdzana.

Lemma L1
Necht a > b > 0, g, b jsou (i vSude dale) pfirozena disla.

Pak
a—>b a—>b
Va+vb Vath
Diikaz

Plativa + Vb >+Va + b
a+2Vab+b>a+b
2+/ab > 0 evid.

Pak

1 1
Va+vb Vath
atedyproa > b
a—>b a—>b
Va+vb Vath
<

Lemma L2
Nechta > b > 0, a = kb, kde k je raciondlniéislol <k <2ab = 3.Pakplati a—b<+va+b

Dukaz

(a—b)><a+bh

a’?—2ab+b*<a+b

Necht a = kb, k > 1, k je racionalni kladné ¢islo.

k?b? — 2kbb + b> < kb + b

k?b? — k2b? +b?>—kb—b <0

k?b? —k(2b2+b) + b2 —b <0

D = (2b%2 + b)? — 4(b? — b)b? = 4b* + 4b3 + b? — 4b* + 4b® = 8b3 + b2 = b2(8b + 1)

2b> +b+b\V8h + 1 1+vV8bh+1
ko= 2b2 =+

k je evidentné vétsi nez 1, pak v rovnici ma smysl jen feSeni s kladnou odmocninou a
ukazeme, Ze pro b > 3 plati nerovnost

Vv8b+1+1
k=1+TS2

\/8b+1+1<1
2b -



V8b+1+1<2b
8b+1<(2b—1)>?
8b+1<4b?—4b+1
4b? —12b >0 ,b>0
4b—1220

b=>3

Pakk < 2

<

Poznamka:

Tedy proa > b > O platipro kazdéb >3 aa < kb, kdek =1+

a—b <+a+batedy
a—>b

va+b

Dusledek D2

<1
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30

graf funkcey =1 +

V8x+1+1

2x

Tedyproa > b > 0 platipro kazdé b > 3 a

1++v8b+1
2

<1+\/8b+1
o 2

b<a<b+

a—>b

pak vime, ze
a—>b <a—b <1
Va++vb a+b

Va-b =

<
DUsledek D3

V8b+1+1
2b
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nerovnost

Pro zvolené b existuje konecny pocet pfirozenych Cisel x, ktera splnuji nerovnost

1++v8b+1
b<x<b+ —

ktera spliuji nerovnost
x—b x—b

Vioib =< e <1
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Lemma 3

Necht existuje Ktak, Zeprob > Kak =1+ 8b2+b1+1
, kb b
Pak plati TYTRRTY >0

D:
Mame tedy ukazat, Ze pro néjaké K plati ﬁ — ﬁ >0kdea=kb,a>b=>K>1

V8b+1+1

ak=1+ b

plati

a-Inb —b-lna

Ina-lnb
a-Inb —b-lna >0
kb-Inb —b-Inkb >0
k-Inb —Inkb >0
pk
lnﬁ >0
pk
E>1
b* > kb
b1 >k
b1 —k>0
tedy ma platit, Ze prob = K

b\/8b+1+1 \V8b +1+1
B

20 >1
2b
Plati
V8 +1+1 . e+ o c+1 1
lim——=lim———=lim4———=4lim =0t
b—oo 2b e~ (C2 — 1) c—o 2 —1 coooc—1
8

Vezméme funkci

V8141 BhF 1+ 1
h(b):y=b 2b _T_l

Pro kazdé b = K plati

Veb+i+1 /8b+1+1
lim(p~ 260 ————1]=0"
k—oo 2b
h(1,89) ~ 0

h(3) =1



K=>2

llustrace

V8b+1+1 ey
funkce h(b):y=b" 2» — 8b2+b1+1—

1

Maximum funkce je v bodé 7 a ma hodnotu pfiblizné 1,671.
Funkce h(b) je v intervalu (7, ) ryze monotdnni, klesajici, omezena shora i zdola.

<

Shrnuti rozboru

Mamek =1+ Bb;blﬂ al = Sb;rlﬂ addlea=kb=b+1L.
, a b

Pak platipro b > 3 E—E>Oa
a—>b a—>b

Va—-+b = < <1
Va+vb a+b

tedy

Vb+L—-Vb<1

a navic

_b+L _ b

In(b+L) Inb

Zvolme za Cislo b prvocislo vétsi nez 3. Pak existuje interval (p,,, kp,,) a pro libovolné celé ¢islo x a pro

k=1+ 8pnt1+1
2pn

z tohoto intervalu bude platit.

\/; —yPn <1
Otdzkou tedy je, zda vidy existuje prvocislo p,, 44 , které lezi v intervalu (p,, kp,) ( pn nepocitdme do

JBpp¥i+1
—

intervalu) nebo zapséano jinak - (p,,, pn + L), kde L =
Jinak feSeno, velikost L je vétsi (nebo rovna) nez mezera mezi nasledujicimi prvocisly tj.

In = Pns1 —Pn <L

Odhad g,, je dalsi nevyfeseny problém z teorie Cisel (viz Cramerova domnénka aj.)

Hypotéza H

1. Pro kazdé prvocislo p, vétsi nez 3 existuje prvocislo p,,,1 v intervalu (p,,, kp,,), kde

k=1 [,/8;)2,;+1+1J.
l /8pn+1+1J>
2

2. Vintervalu (pn, p, t+ vzdy leZi alespon jedno prvocislo.



Diskuse k hypotéze
Vyjadfime prirastek funkce m(x) pro prvoéisla py a Pp+m

T[(pn+m) - T[(pn) _ m

Pn+m — Pn Pn+m — Pn

. X .
Derivace funkce — je
Inx

(L) _Inx -1
Inx/ ~ In?x
Plati
X .
—< m(x) < Li(x)

Pro ptirlstky funkci vyuZijeme vétu o stfedni hodnoté, kde predpokladame vzhledem k omezeni
v, , X . v .+ _vs o o . v P
prvociselné funkce < 1 (x) stejnou smérnici pfirlstkd na relativné malém rozsahu x

Pnem _ Pn
Inx — 1 < Inpuim Inp, _ T(Pp+m) — T(Pr) . m
n?x = Ppim —Dn Pn+m — Pn Pn+m — Pn
Inx — 1 m

<
In2x Pn+m — Pn

m _m-lnzx
Pn+m _pn<lnx “1 Tnx-1

In%x
a zvolime ptirGstek mezi po sobé nasledujicimi prvocisly a porovname s dfive uvedenym L, které ma
byt vétsi nez rozdil téchto prvocisel, tj.
Pn+1 — Pn < L
In®x
Pns1 — Pn <y -7 <L

. . . x . o ,
Pro volbu x = p,, nedojde k poruseni nerovnosti (funkce —ljeryze monotdnni a ryze konvexni)
nx

In?
L >¢
Inp, —1

1+/8p,+1  In?p,
>
2 Inp, —1

1+./8p, +1 lnpn—l>1
2

In?p,

Reseni (numericky) p,, > 6



mlx) Inf=

Véta V
Pokud plati hypotéza H, pak pro prvocisla p,,;1 > p, > 6 plati

VPn+1 —/Pn <1

Dlkaz

Pro prvocisla p,41 > pn = 7, plati (H), tedy existuje prvocislo pn.+1 € (Pn , kpn), kpn poCitdme do

intervalu a tedy p, < pp41 < kp, =pp + Spnz 1+1'
8p,+1+1

Pn+1 — Pn < f

Pak podle D2

= VPrr1 —fon = P <1

Pn+1 + Pn
vV Pn+1 —/Pn < 1

<



